
تبديل ها و هم نهشتی در هندسه 
در شــماره های قبلی با تعريف چند ضلعی و 
ويژگی هايی از آن، مانند تعداد قطرها و مجموع 
اندازه های زاويه ها آشنا شديم. در اين قسمت 
با يکی از مهم ترين و اساسی ترين مفهوم های 
هندسی آشنا می شــويم که »هم نهشتی« يا 
»قابل انطباق بودن« شکل های هندسی است.
پس در هندسه، هم نهشتی به طور شهودی به 
معنی بر هم نشستن يا بر هم منطبق شدن دو 
شکل است و شکل مجموعه ای از نقطه هاست.
وقتی با هم نهشــتی مثلث ها آشــنا شويد، به 
دنيايی از حل مسئله ها دست می يابيد. در واقع 
هم نهشتی حرکت روبه جلوی هندسه را انجام 
می دهد. وقتی می گوييم دو شکل قابل انطباق 
يا هم نهشــت هستند، شــايد برداشت چنين 
باشد که همواره بتوان يکی از شکل ها را طوری 
حرکت داد کــه روی ديگری چنان قرار گيرد 
که همة جزءهــای نظير به نظير روی هم واقع 
شوند و در واقع دو شکل کاملًا بر هم منطبق 
شــوند؛ بدون آنکه اندازه و ريخت آن ها تغيير 
کند. اين همان روشی است که اقليدس برای 
هم نهشــتی دو مثلث، هرگاه دو ضلع و زاوية 
شــامل آن دو ضلع با قسمت های نظيرش از 
ديگری هم نهشت باشند، به کار برد. اما اقليدس 

درک خود را از حرکت بيان نکرده است.

امروزه با توجه به ســطحی که هندســه 
نوشته می شود، روش های متفاوتی برای 
هم نهشــتی بيان می شــوند. معمولًا در 
هندسه های مقدماتی و دبيرستانی روشی 
به نــام »تبديل های هندســی« توصيه 
می شود. اين روش در کتاب های درسی 
بيشــتر کشورها مشــاهده می شود. زيرا 
تعريفی کلی اســت و فقط به مثلث ها و 
چند ضلعی ها محدود نمی شــود و شامل 
همة شکل های هندســی می شود؛ مثلًا 
هم نهشــتی هر دو چندضلعی دلخواه، يا 

هم نهشتی دو دايره و غيره. 
قبلًا هم نهشــتی دو پاره خط و همچنين 
دو زاويــه را به وســيلة اندازه های آن ها 
تعريــف کرديم. اما خواهيــم ديد که با 
مفهوم تبديل های هندســی، درک اين 
هم نهشتی ساده تر خواهد بود. مهم ترين 
بخش هم نهشتی ها مربوط به هم نهشتی 

دو مثلث است.
تعريفی که در مــورد چند ضلعی ها بيان 
کرديم، شــامل مثلث هم می شــود، اما 
چون مثلث يکی از مهم ترين شکل های 
هندسه اســت، آن را به طور مستقل هم 

تعريف می کنيم. 

  Cو B و A تعريف: هر گاه سه نقطة متمايز
نقطه های  مجموعة  نباشند،  خط  يک  روی 
مثلث  يک  را  و   سه پاره خط  ،  
نشان  صورت  اين  به  و   )1 )شکل  می ناميم 

.∆ABC :می دهيم

پس هر مثلث شامل ســه پاره خط است که روی 
يک خط نيستند و هر پاره خط با پاره خط ديگری 
در نقطه های انتهايی خود مشترک است. هر يک از 
اين پاره خط ها ضلع مثلث هستند و مطابق شکل، 
زاويه های B ،A و C ســه زاوية مثلث محســوب 
می شوند. هر ضلع شــامل دو رأس مثلث و ضلع 
مقابل به رأس با زاوية سوم مثلث است. مثلًا ضلع 
BC مقابل رأس A يا مقابل A∠ از مثلث است. 
همچنين، هر زاوية مثلث که شــامل دو ضلع آن 
باشد، به طور غيررســمی زاوية بين آن دو ضلع يا 
به طور دقيق تر زاوية شامل دو ضلع ناميده می شود. 
بعد از مقدمه های بالا به بحث اصلی که هم نهشتی 
است برمی گرديم. در اساس مفهوم هم نهشتی به 
يکی از مفهوم های اساســی تر هندسه گره خورده 

است که آن را »تبديل های هندسی« می ناميم. 
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تبديل در هندسه يعنی چه؟ 
اين پرســش در هندســه به قدری اهميت دارد 
که وقتی به ســطح های بالاتر هندسه می رسيم، 
رياضی دان ها به کمک آن خود هندسه را توجيه 

می کنند. 
اجازه بدهيد با مثال های شهودی شروع کنيم.

خط m را در صفحة P در نظر می گيريم )شکل 2(. 
حرف  F را در صفحة  P با يک قلم جوهری رســم 
می کنيم. سپس کاغذ را روی خط m تا می کنيم و 
دوباره باز می کنيم. اثر کاغذ در سمت راست خط 
m تصوير قرينه F را نشان می دهد. اين را »عمل 

بازتاب« می نامند که همان ويژگی آينه است. 

به طور شــهودی يک عمل برگرداندن انجام شده 
است، زيرا صفحة کاغذ را گرد خط m برگردانديم. 
در واقع متناظر هر نقطة شکل F، در سمت چپ 
خط m، نقطه ای در سمت راست خط m داريم. 
مانند آن اســت که از هر نقطــه روی F بر خط 
m عمودی رســم کنيم و آن را به اندازة خودش 

امتداد دهيم.
اين عمل را می توانيم بــا قانون ديگری نيز انجام 
دهيــم. پاره خط MN به طول 3 ســانتی متر در 
صفحة P مفروض است. ABC∆ را نيز در صفحة 
P در نظر می گيريم. از سه رأس ABC∆ خط هايی 
 B' رســم می کنيم. سه نقطة MN

�����
را موازی خط 

'A، و 'C را روی اين سه خط چنان پيدا می کنيم 
که: AA'=BB'=CC'=3 و 'B' ،A و 'C چنان باشند 
 که مطابق شکل همـه سمت های راسـت سه نقطة 
B ،A و C قرار گيرند )شکل 3(. اين شرايط مانند 
آن است که سه نقطة B ،A و C به اندازة 3 واحد 
روی خط های موازی لغزانده شده اند تا به نقطه های 

'B' ،A و 'C تبديل شده اند. 

مشــاهده می کنيد کــه ABC∆ را به 
موازات خط MN و به اندازة 3 سانتی متر 
در جهــت از M بــه N  لغزانده ايــم تا 
بــر 'A'B'C∆ منطبق شــود. هر نقطة 
'A'B'C∆ نظير يــک نقطه و فقط يک 
نقطه از ABC∆ است. اين عمل لغزاندن 

را در رياضی »انتقال« می نامند. 
می توانيم مشــابه دو عمــل قبل، عمل 
چرخاندن را روی نقطه ها انجام دهيم که 
به زبان رياضی آن را »دوران« می ناميم. 
نقطة O و ABC∆ در صفحه مفروض اند 
)شــکل 4(. از O به A وصل می کنيم و 
به مرکز O و شــعاع OA دايره ای رسم 
می کنيم. سپس از O خطی چنان رسم 
می کنيم که با خــط OA زاويه ای 60° 
بســازد. فرض کنيم اين خط اين دايره 
 A دوران يافتة A' ببرد. اکنون A' را در
گرد مرکز دوران O و به اندازة زاوية 60° 

در جهت ساعت گرد است. 

 C و B همين عمل را بــرای نقطه های
انجــام می دهيم تا نقطه های 'B و 'C به 
 ∆A'B'C' دســت آيند. در اين صورت
 O گــرد نقطــة ∆ABC دوران يافتــه
و بــه انــدازة زاوية °60 اســت که اين 
جهــت دوران يا چرخانــدن در جهت 
حرکت عقربه های ســاعت است و آن را 
»ساعت گرد« می ناميم. در اين حالت نيز 
نقطه های ABC∆ طبق قانونی که آن را 
چرخاندن يا دوران ناميديم، به نقطه های 

'A'B'C∆ نظير شده اند. 
اگر ســه مثال بالا را دوباره مرور کنيم، 
مشاهده می کنيم که هرکدام با عملی يا 
قانونی که تعريف کرده ايم، نقطه هايی از 
صفحه را بــه نقطه هايی از همان صفحه 
نظير کرده اند؛ اولی بــا برگرداندن يا به 

زبان رياضی بازتاب و قرينه پيدا کردن، دومی 
با لغزاندن نقطه ها که همان »انتقال« ناميديم 
و ســومی با چرخاندن نقطه ها که »دوران« 
نام گــذاری کرديم. هر کــدام از اين عمل ها، 
يک »تبديل« ناميده می شوند. پس چنين به 
نظر می رسد که يک تبديل روندی در صفحه 
است که نقطه هايی از صفحه را به نقطه های 
ديگر آن صفحه، طبــق قانون خودش نظير 
می کند. در واقع، هر يک از اين عمل ها يک 
حرکت در هندسه هستند که به طور دقيق تر 
آن را »حرکت صلب« نيــز می نامند؛ يعنی 
حرکتی که در اثــر آن اندازة بين نقطه های 

شکل و ريخت شکل تغيير نمی کنند. 
بنابراين، با حرکت همة نقطه های يک شکل 
هندسی طبق قانون های معين، شکل ديگری 
پديــد می آيد که آن را تصوير شــکل اصلی 
می نامند. اين روند »تبديل« ناميده می شود.  

تعريف: تبديل T در صفحة P عملی يا 
صفحة  از   A نقطة  هر  که  است  قانونی 
 P از صفحة A' را دقيقاً به يک نقطة P
نظير می کند که آن را تصوير A می ناميم. 
برعکس، هر نقطة 'A از صفحة P، تصوير 

فقط يک نقطة A از صفحة P است. 

 A' را بــه نقطة A نقطة T وقتــی تبديــل
 T(A)=A' نظيــر می کند، آن را به صــورت
می نويسيم و خوانده می شــود: تبديل يافتة 
نقطة A تحت تبديل T نقطة 'A اســت. يا 
'A تصوير A تحت تبديل T اســت. به طور 
کلی اگر شکل 'S تبديل يافتة شکل S تحت 

تبديل T باشد )شکل 5(، می نويسيم:
 T(S)=S' 

بنابراين، چهار تبديل مهم را در صفحه بررسی 
می کنيم که عبارت اند از 1. بازتاب 2. انتقال 

3. دوران 4. لغزه.
چون هر ســه تبديل انتقال، دوران و لغزش 
را می تــوان به کمک بازتاب نيز تعريف کرد، 
بنابراين ابتدا تبديل بازتاب را دقيق تر بررسی 

می کنيم.  شکل3
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شکل5
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طرح يک مسئله
نقطــة A و خط m را در يک صفحه در نظر 
می گيريــم. از A خطــی را بر خط m عمود 
رسم می کنيم تا خط m را در نقطة H ببرد 

)شکل 6(. بنابراين H پای عمود است. 

 A و در طرفــی که شــامل AH روی خــط
نيست، نقطه 'A را چنان در نظر می گيريم که: 
'AH=HA. بنابرايــن طبق يک قانون به ازای 
نقطة A در صفحة شامل A و خط m، نقطه ای 
مانند 'A را نظير کرده ايم. اين قانون چيست؟

آن را برای نقطه های B و C نيز انجام دهيد. 
اگر نقطة D روی خط m باشــد، اين قانون 

چگونه نقطة 'D را به آن نظير می کند؟
اگر 'B' ،A يا 'C را داشــته باشــيم باز هم 
براســاس اين قانون می توانيد B ،A يا C را 

مشخص کنيد؟
در واقع اين قانون کــه آن را می توانيم يک 
عمل نيز بناميم، اين گونه است که هر نقطة 
 M' را به نقطه ای مانند m از صفحة خط M
 MM ' از آن صفحه چنان نظير می کند که 
MM روی  ' عمود بر M و همچنين وســط 

m واقع است )شکل 7(.

قبلًا با مفهوم عمودمنصف آشــنا شــده ايم. 
بنابراين می توان گفت، خط m عمودمنصف 
 m روی خط N اســت. اگر MM ' پاره خط 

واقع شده، 'N نيز همان N است. چرا؟
می توانيــم اين عمل را برای هر شــکلی در 
صفحة خط m نيز انجام دهيم. در شــکل 8 
آن را در مورد ABC∆ مشاهده می کنيد. اين 
عمل که به هر نقطة صفحه نقطة ديگری از 

آن صفحه را طبق قانونی نظير می کند، 
يک تبديل نام دارد. در مسئلة حاضر اين 

تبديل بازتاب نيز ناميده می شود.

بنابراين تعريف زير را داريم:

بازتاب: خط m در صفحة P مفروض 
است. بازتاب نسبت به خط m قانونی 
اســت که هر نقطة صفحة P را به 
نقطه ای از آن مانند 'A نظير می کند، 
به طوری که خــط m عمودمنصف 
پاره خط 'AA باشد، و اگر A روی خود 

m باشد، 'A همان A است.

در اين صورت خــط m را محور بازتاب 
می نامند و نقطــة 'A را قرينه يا بازتاب 
A نسبت به خط m می نامند. بنابر اين 

تعريف، بازتاب يک تبديل است.
بازتاب را به طور شهودی برگرداندن نيز 
می نامند. در شــکل 8 می توانيد چنان 
 m گرد خط ∆ABC تصــور کنيد کــه
برگردانده شــده تا بر 'A'B'C∆ منطبق 
شود. يا به عبارت ديگر، اگر صفحة کاغذ 
را از روی خط m تا کنيم، ABC∆ روی 
 A قرار می گيريد؛ به طوری که ∆A'B'C'
روی 'B ،A روی 'B و C روی 'C واقــع 

می شوند.

فعاليت: در شــکل های 9 تا 11، خط 
بازتــاب m و نقطــة P به عنــوان مرکز 
دوران و زاويه بــه اندازة °180 به عنوان 
مقــدار دوران و پاره خطی بــه اندازة 3 
واحد به عنــوان مقدار انتقــال و جهت 
انتقال از چپ به راست داده شده است. 
تصويرهــای هر يک از شــکل ها را پيدا 

کنيد. 

اگر دوران شکل داده شده گرد نقطه P را به اندازة 
°360 انجام دهيد، چه نتيجه ای می گيريد؟

چگونه ممکن اســت در انتقالی، انتقال يافتة يک 
شکل روی خود شکل واقع شود؟

در بازتاب اگر نقطه هايی روی خود محور بازتاب 
باشند، تصوير آن ها چگونه است؟

اگر شــکلی محور بازتاب را در يک يا چند نقطه 
قطع کنــد، آيا می توانيد نتيجــه بگيريد تصوير 
يــا بازتاب شــکل نيز از همان نقطــه يا نقطه ها 

می گذرد.
بازتاب يکــی از مهم ترين تبديل های هندســی 
اســت، زيرا تبديل های انتقال و دوران و لغزه را 
می توانيم بر حسب آن تعريف کنيم. بنابراين اگر 
ويژگی هايی از تبديل ها را به عنوان اصل بپذيريم، 
می توانيم هم نهشتی مثلث ها را به کمک آن ثابت 

کنيم.
هندســه ای را که به اين صورت ساخته می شود، 

»هندسة تبديل ها« می نامند.
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